Théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin et
applications

R. Carles

Soit (€, 1) un espace mesuré, p étant une mesure positive. On note LP((2)
I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions f p-mesurables de €2 dans C
telles que, si 1 < p < o0,

1/p
1fllze = ( / If(a?)l”du> < o0,

et si p = o0,

lfllze = sup[f(z)|.
z€Q

Soit T une application linéaire de LP(Q, du) dans LY(U, dv), c’est-a-dire T'(af +
Bg) = oT'(f) + BT (g)- On note

T:LP — LY.
On suppose en outre que 7' est bornée,

T
— sup WS llze
20 | fllre

M < 00

Si T est bornée LP* — L9 et LP? — L9 on peut se demander si T est également
bornée sur un espace intermédiaire, c’est-a-dire si T" est bornée L? — L7, pour
p1 < p < ps. Si oui, comment trouve-t-on la valeur correspondante pour ¢? Le
théoréme de Riesz-Thorin apporte des réponses & ces questions.

1 Le lemme des trois droites d’Hadamard

Ce résultat d’analyse complexe est a la base de la preuve donnée par Thorin
du résultat du paragraphe 2.

Lemme 1 Soit F analytique dans la bande ouverte 0 < Rez < 1, continue et
bornée dans la bande fermée 0 < Rez < 1. Si

|F(Zt)| SMO: |F(1+Zt)| SMla —OO<t<OO,
alors pour tout 0 < 0 <1,

|F(0+it)| < M} M, —oco<t< .



Démonstration : soient € > 0 et A € R. Posons
F.(2) = €2 F(2).
On a alors

|F.(2)| = esRezz+/\Rez|F(z)| < egfs(lmz)2+)\Rez|F(z)| —s 0.
Imz—+o0

De plus,
|E.(it)| < Mo,  |F.(1+it)| < Myt

D’aprés le principe du maximum, on a dans la bande 0 < Rez < 1,
|F=(2)| < max(Mo, Mie"),
soit encore,
|F(8+it)| < e—s(0°=t%) max(Moe™%*, Mle(l_g)”rs).
Fixons 6 € [0,1] et t € R. On peut passer a la limite & — 0, ce qui donne
|F(6 + it)| < max(Mop~’, Myp'~?),

ol p = e*. Optimisons en p : le second membre est minimum lorsque Myp~—? =
Mlpl_e, c’est-a-dire p = My/M;. Avec ce choix, on a

|F(6 +it)] < My~ M7,

ce qui achéve la preuve du lemme. a

2 Le théoréme de Riesz-Thorin

Théoréme 1 Supposons pg # p1 et qo # q1- On suppose de plus que pour
i = 0,1, Vopérateur T est continu LPi(Q, u) — L%(U,v), de norme M;. Alors
T est continu LP(Q, u) — LY(U,v), de norme

(1) M < My~'MY,
pour 0 <0 <1 et

1 1-6 0 1 1-6 0
(2) - = +—, -= +—.
p Do D1 q 90 q1

Remarques :
— L’inégalité (1) signifie que M est logarithmiquement convexe, c’est-a-dire
que log M est convexe.
— Donnons une interprétation géométrique de (2).
Les points (1/p,1/q) décrits par (2) sont les points du segment joignant
(1/po,1/q0) et (1/p1,1/q1). Il faudrait considérer LP comme une «fonc-
tion» de 1/p plutot que de p.



1/q
1
(1/p1,1/q)
(1/p,1/q)
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0 1 1/p

Démonstration : écrivons

(hyg) = /U h(y)g(y)dv

et 1/¢' =1—1/q. Alors d’aprés I'inégalité de Holder,
Al = sup{[(h, g}, llgllpe =1},

et
M = sap{(T f, 9)I, [Ifllzr = llgllps = 1}-

Par hypothése, p < o et ¢’ < oo, donc on peut supposer que f et g sont
continues & support compact.
Pour 0 < Rez < 1, notons
1 1—=2 z 1 1—-2 z
= = +

p(z)  po | pi q(2) o @

7

et
0(2) = p(x,2) = |f(@)P/PD) f(2)/|f(@)], = € Q,

¥(z) = ¥(y,2) = lg@)*/" Dg()/l9w)l, y € U.
Alors p(z) € LPi, 9(2) € L%, donc Typ(z) € L%, i = 0,1. On vérifie aussi que
¢'(2) € L7, ¢'(2) € L%, donc (Tp)(z) € L% (0 < Rez < 1). On peut donc
définir

F(z) = (To(2),4(2)), 0<Rez<1.

La fonction F' est analytique dans la bande ouverte 0 < Rez < 1, bornée et
continue dans la bande fermée 0 < Rez < 1. Remarquons ensuite que

o (it) |l Lro = [I1£P/70]|Lro = |I£IBP0 =1,

lip(L+i)llzes = NP/ s = A =

et de méme
||¢(zt)||Lq6 = ||'l,b(]. + zt)”qul =1.

D’aprés les hypothéses, on a par conséquent,

|F(it)] < | Tsp(it) ]| oo [|leo(it)]] oy < Mo,



[FA+it)] < [T+ it)||La |91+ it)]| o < M.
Remarquons également les identités

@) =f ) =g,
ainsi
F6) =(Tf,g)-
D’aprés le lemme des trois droites, on a donc
(Tf ) < My~* MY,

ce qui achéve la preuve du théoréme. O

3 Applications

Dans ce paragraphe, on considére le cas ou Q@ = U = R”, et du = dv = dz
(mesure de Lebesgue).

3.1 Transformée de Fourier

Notons F la transformée de Fourier définie par

FFE) = f(6) = / e~ i€ f(2)dz.

n

On a alors évidemment
FFE)| < / £ (@) |dz,

et si f est & valeurs réelles et positive,

£(0) = / 1f(@)|de,

donc
F : L' - L™,
avec norme 1.
D’aprés la formule de Plancherel,

[1i©pd = @or [11@Pd,

donc
F : L2 s L2
avec norme (27)™/2.
D’aprés le théoréme de Riesz-Thorin,
F : LP— LY,
avee 1 1-0 6 1 _1-0 8
= 4, S=— 42 0<f<]1.
p 1 + 2’ ¢q 00 + y S0
En éliminant 6, on constate que 1/p = 1—1/g, c’est-a-direq = p’, avec 1 < p < 2.
On a alors le résultat suivant.

Théoréme 2 (Inégalité de Hausdorff-Young). Si 1 <p <2, alors
IF £l < m)"™ 7 || £l o-



3.2 Inégalité de Young

Soit k une fonction dans L?. Définissons ’opérateur de convolution

Tf(a) = [ bz - ) f)dy.
D’apreés l'inégalité de Holder,

ITfllzee < [[Ellzall £ll Lo -
D’aprés l'inégalité de Minkowski,

ITfllze < [[EllzallfllL1-

Ainsi, )
T : LT —» L™,
T : L' - LY,
et par conséquent
T : 1P 1L",
ou
1 1-6 6 1 1-6 6
- = -, - = — 4 —.
P q o © g

En éliminant 6, il vient 1/r =1/p—1/¢' et 1 <p <¢'.

Théoréme 3 (Inégalité de Young). Si k € L1 et f € LP, avec 1 < p < ¢', alors
kExfeL pourl+1/r=1/p+1/q, et

Ik fllr < [Ellall £l ze-
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